Un phenomene de concentration de genre by de Thelin, Henry
ar
X
iv
:m
at
h/
05
03
26
0v
1 
 [m
ath
.C
V]
  1
4 M
ar 
20
05
Un phénomène de onentration de genre
Henry de Thélin
Résumé
Nous montrons que le genre des préimages d'une droite projetive par un endo-
morphisme holomorphe générique de P2(C) se onentre sur le support de la mesure
de Green.
A phenomenon of onentration of genus
Abstrat
We show that the main part of the genus of the preimages of a projetive line by a
generi holomorphi endomorphism of CP2 goes to the support of the Green measure.
Mots-lefs : dynamique holomorphe, laminarité.
AMS : 32H50, 32U40, 32Q45.
Introdution
E. Bedford, M. Lyubih et J. Smillie ont introduit dans [1℄ une notion de lamination en
un sens faible qui dérit les ensembles de Julia des appliations de Hénon : les ourants
laminaires. Ce sont des (1, 1)-ourants positifs qui s'érivent loalement omme une inté-
grale de ourants d'intégration sur une famille de disques holomorphes disjoints, hors d'un
ensemble négligeable.
Les ourants laminaires peuvent s'obtenir omme limite de ourbes analytiques dont le
genre n'augmente pas plus vite que l'aire (voir [1℄, [5℄ et [4℄). Plus préisément, si la situa-
tion est loale on a :
Théorème. Voir [4℄.
Soit Cn une suite de ourbes analytiques lisses de la boule unité B de C
2
.
On note An l'aire de Cn, Gn le genre de Cn et on suppose que Tn =
[Cn]
An
onverge vers un
(1, 1)-ourant positif fermé T de B.
Alors, si Gn = O(An), T est laminaire.
On peut utiliser e théorème pour l'étude de ourants limites de
[Cn]
An
où Cn est une ourbe
algébrique lisse de P
2(C) (par exemple Cn = f
−n(L) où f est un endomorphisme holo-
morphe de P
2(C) et L une droite projetive générique). En eet, malgré un genre total
en O(A2n), si on sait trouver un ouvert où le genre se onentre peu (en O(An)), on en
1
déduit la laminarité des ourants limites dans elui-i. Cela nous onduit naturellement à
l'objet de et artile : la onentration du genre des ourbes lisses préédentes, issues de la
dynamique.
A partir d'un endomorphisme holomorphe, f , de degré d > 2, J.E. Fornæss et N. Sibony
ont déni le ourant de Green, T , assoié à f (voir [8℄), dont le support est l'ensemble
de Julia de f . Ce ourant possède un potentiel ontinu : on peut don dénir son auto-
intersetion µ = T ∧ T (voir [8℄). D'autre part, en généralisant un résultat de Fornæss et
Sibony (voir [10℄), C. Favre et M. Jonsson (voir [7℄) ont montré que e ourant est naturel
d'un point de vue dynamique : il équirépartit les préimages de droites génériques. En eet,
si Cn = f
−n(L) ave L une droite projetive, alors [Cn]
An
= [Cn]
dn
onverge vers T sauf pour
un ensemble algébrique de droites L. Autrement dit, dans notre situation, l'étude de la
laminarité de T se ramène à elle du genre de f−n(L).
Quand f est un endomorphisme ritiquement ni, i.e. dont le lieu ritique est prépéri-
odique, ette approhe aboutit :
Théorème 1. Pour un endomorphisme holomorphe f ritiquement ni, le genre de l'image
réiproque par fn d'une droite projetive générique L, f−n(L), est dominé par O(dn) en
dehors d'un voisinage du support de la mesure µ. Ii L générique signie que L est en
dehors d'une union dénombrable d'ensembles algébriques du dual de P
2(C).
Corollaire. Pour un endomorphisme holomorphe ritiquement ni, le ourant de Green
T est laminaire en dehors du support de la mesure µ.
Remarquons qu'il existe des exemples d'endomorphismes ritiquement nis dont le ourant
de Green est laminaire seulement en dehors du support de µ. Il sut de prendre la suspen-
sion à P
2(C) d'un exemple de Lattès de P1(C). Par ailleurs, il est naturel de ne pas avoir
de la laminarité sur le support de µ. En eet dans [6℄, R. Dujardin a montré qu'un ourant
T fortement approximable (ondition un peu plus forte que laminaire) sur le support de
T ∧T , à potentiel ontinu vérie T ∧T = 0. Signalons enn qu'il existe des endomorphismes
ritiquement nis pour lesquels le support de µ est diérent du support de T (par exemple
f([z : w : t]) = [zd : wd : td]).
Pour f générique, le genre des préimages d'une droite se onentre toujours sur le support
de µ : hors de elui-i, on obtient un ontrle en O(dn(1+ε)). Plus préisément, le résultat
prinipal de e texte est le :
Théorème 2. Pour f générique parmi les endomorphismes de degré d, on a :
lim sup
n→∞
1
n
log max
L∈(P2)∗
Genre(f−n(L)− U) 6 log d,
où U est un petit voisinage du support de µ.
La démonstration de e théorème se fera essentiellement en deux étapes. En eet, si on
admet un instant que les anses de f−n(L) sont inniment petites, on onstate qu'une anse
2
de f−1(L), tirée en arrière par fn−1, se omporte omme f−(n−1)(x) (où x est un point
de P
2(C)). Autrement dit, la première étape de la démonstration onsistera à ontrler le
nombre de points de f−n(x) hors d'un petit voisinage du support de µ. Celle-i s'énone :
Proposition 3. Pour f générique parmi les endomorphismes de degré d, on a :
lim sup
n→∞
1
n
logmax
x∈P2
Cardinal(f−n(x)− U) 6 log d,
où U est un petit voisinage du support de µ.
La seonde étape onsistera alors à dominer la taille des anses. Pour ela, on utilisera des
modules d'anneaux et des omparaisons aire-longueur.
Voii don le plan de e texte : dans le premier paragraphe, on traitera le as ritique-
ment ni tandis que dans le seond on démontrera la proposition 3. Enn la dernière
partie sera onsarée à la preuve du théorème 2.
Remeriement : Je tiens à remerier mon direteur de thèse Julien Duval pour son
aide préieuse dans l'élaboration de et artile.
1 Le as ritiquement ni
Un endomorphisme holomorphe est ritiquement ni si son lieu postritique, C = ∪n>0f
n(Cf )
(où Cf est l'ensemble ritique de f ), est une ourbe algébrique (voir [9℄).
Démonstration du théorème 1.
Pour aluler le genre de f−n(L), on va onstruire une triangulation de L qui se relèvera en
une triangulation de f−n(L) (par triangulation, on entend déomposition en des disques).
Pour onlure, il restera alors à faire un alul de aratéristique d'Euler sur f−n(L) et à
utiliser le fait que le genre d'une surfae onnexe M qui a b omposantes de bord est égal
à 1− χ(M)+b2 .
On va supposer que f−n(L) est lisse (e qui est vrai pour L générique). D'autre part,
on va traiter le as d'une droite L qui passe par un point a appartenant au support de µ
privé de C telle que Cardinal(L ∩ C) = degré de C = τ ('est possible ar µ ne harge pas
C). Le as d'une droite générique se fait d'une manière prohe.
Dans la suite, on supposera que a est le ple nord de L.
Quitte à bouger un peu la droite, on peut supposer que l'intersetion des méridiens qui
passent par C ∩L ave l'équateur est onstituée de τ points : a1, ..., aτ . On les ordonne via
une orientation de l'équateur.
En onsidérant alors les méridiens qui passent par le milieu des segments [ai, ai+1] (i =
1, ..., τ − 1) et [aτ , a1] (où les segments onsidérés sont situés sur l'équateur), on obtient
une triangulation de L ave τ faes, τ arêtes et deux sommets.
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Cette triangulation se relève par fn en une triangulation de f−n(L). En eet, un disque
qui renontre C en au plus un point se relève en un disque par fn.
On va maintenant aluler le genre de f−n(L) hors d'un γ-voisinage du support de la
mesure µ, Uγ .
Soit Γ la réunion des arêtes et des sommets de la triangulation qui sont ontenus dans Uγ ;
alors g(f−n(L)− Uγ) 6 g(f
−n(L)− Γ).
D'autre part, une omposante onnexe de f−n(L)− Γ peut être de deux types :
- soit elle ne ontient pas d'arête de la triangulation et alors 'est un disque (don de genre
nul),
- soit elle en ontient au moins une.
Si Q désigne l'union des omposantes du deuxième type, on obtient :
g(f−n(L)− Uγ) 6 Nombre de omposantes de Q−
χ(Q)
2
.
Ainsi :
g(f−n(L)− Uγ) 6
3
2
du nombre d'arêtes qui sortent de Uγ .
En eet les faes qui omposent les éléments de Q étant des disques, −χ(Q) est majoré
par le nombre d'arêtes qui sortent de Uγ .
Il reste don à majorer e dernier terme.
Les arêtes étant attahées au support de µ, on en déduit que le genre de f−n(L) hors de Uγ
est majoré (à une onstante près) par le nombre d'arêtes de la triangulation de diamètre
supérieur à γ. Il sut don de majorer e terme par O(dn). C'est l'objet du :
Lemme 4. Les préimages par fn des arêtes de la triangulation de L sont de diamètre
inférieur à γ (sauf O(dn) d'entre elles).
Démonstration. La démonstration de e lemme repose sur la omparaison aire-diamètre
qui suit (voir [2℄).
Fait :
Il existe C > 0 tel que, pour toute paire de disques holomorphes D ⊂ D˜ dans P2(C), on
ait
(Diam(D))2 6 C
Aire(D˜)
min(1,Mod(A))
,
où A désigne l'anneau D˜ −D.
On peut mettre une arête α de la triangulation de L dans un disque D disjoint de C, de
sorte que le module de l'anneau D−α soit égal à une onstante m inférieure à 1 et qui ne
dépend que de C ∩ L.
On note f−ni les branhes inverses de f
n
sur D. Les anneaux f−ni (D − α) ont le même
module que elui de D − α.
En utilisant le fait préédent, on obtient don une majoration du arré du diamètre de
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f−ni (α) par
C
m
Aire(f−ni (D)). Autrement dit, le nombre de branhes inverses pour lesquelles
le diamètre de f−ni (α) est supérieur à γ est majoré par
C
mγ2
Aire(f−n(L)) = Cd
n
mγ2
. C'est e
que l'on voulait démontrer.
Dans le as d'un endomorphisme quelonque, si on déoupe L ave des disques qui ne
renontrent les valeurs ritiques V = f(Cf ) qu'en un seul point et que l'on remonte ette
triangulation par f , on en obtient une de f−1(L). Cependant les éléments de ette tri-
angulation n'ont auune raison de ontinuer à rester des disques quand on les relèvera de
nouveau par f (ertains d'entre eux peuvent touher V en plusieurs points). Pour onserver
une triangulation, il faudra don faire un redéoupage.
Lors de ette opération, on pourra garder le ontrle des longueurs des préimages des arêtes
(on aura au plus dn(1+ε) arêtes de longueur supérieure à γ). On ompensera alors la perte
de l'attahe par le ontrle en dn(1+ε) du nombre de points de f−n(x) hors de U γ
2
, pour
tout point x de P2(C) (e ontrle sera vrai pour des endomorphismes f génériques). Cela
sura pour majorer le genre ar les arêtes qui sortent de Uγ sont omposées des arêtes de
longueur supérieure à γ, auxquelles on ajoute elles qui ont un sommet hors de U γ
2
.
Le plan de la démonstration du théorème 2 sera don le suivant : dans un premier temps
on montrera que l'on peut ontrler le nombre de points de f−n(x) hors de U γ
2
par dn(1+ε).
Puis, on verra que ela permet eetivement de majorer le genre de f−n(L) hors de Uγ par
dn(1+ε) .
2 Contrle des préimages des points
Le ontrle du nombre d'antéédents éloignés du support de µ d'un point x de P2(C)
s'inspire du alul de l'entropie topologique d'un endomorphisme holomorphe de degré d.
Après quelques rappels sur l'entropie topologique qui inluront les diérentes étapes de e
alul, on passera au ontrle des préimages de points.
2.1 Entropie topologique
L'entropie topologique h
top
(f) est dénie par (voir par exemple [12℄) :
h
top
(f) = sup
δ>0
lim sup
n→∞
1
n
log(max{Card(F ), F (n, δ)-séparé})
où un ensemble est dit (n, δ)-séparé si pour tout ouple (x, y) ∈ F 2 on a dn(x, y) :=
max06q6n−1 d(f
q(x), f q(y)) > δ.
C'est don une quantité qui dérit le nombre d'orbites que l'on peut diserner à une erreur
δ près en un temps n.
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Un endomorphisme f holomorphe de P2(C) est d'entropie topologique 2 log d. L'obtention
de ette valeur est la ombinaison d'une majoration obtenue par M. Gromov (voir [11℄) et
d'une minoration due à M. Misiurewiz et F. Przytyki (voir [12℄).
La majoration repose de manière ruiale sur le théorème de Lelong (voir [13℄).
Si on note Γn = {(x, f(x), ..., f
n−1(x)), x ∈ P2(C)} le multigraphe de f d'ordre n, on voit
qu'un ensemble F (n, δ)-séparé donne un ensemble G δ-séparé dans Γn pour la distane
produit (qui est dn). En désignant par ωn la forme kählérienne sur (P
2(C))n induite par la
forme de Fubini-Study ω sur haque fateur, on a :∫
Γn
ω2n = vol(Γn) >
∑
y∈G
vol(Bn(y,
δ
2
) ∩ Γn)
où Bn(y,
δ
2 ) est la boule entrée en y de rayon
δ
2 pour la métrique dn. Le théorème de
Lelong nous onduit alors à une minoration du volume de Γn par C(Card(G)) (où C est
une onstante indépendante de n). Autrement dit, l'entropie topologique est majorée par
la quantité :
lov(f) := lim sup
n→∞
1
n
log(vol(Γn)) = lim sup
n→∞
1
n
log
∫
Γn
ω2n
qui est égale à
lim sup
n→∞
1
n
log
∫
P2(C)
n−1∑
i,j=0
f i∗ω ∧ f j∗ω = 2 log d,
ar f i∗ω est ohomologue à diω.
La minoration repose sur la onstrution d'ensembles (n, δ)-séparés dans les préimages
f−n(x) de points x dont les antéédents ne s'approhent pas trop souvent de l'ensemble
ritique.
Elle s'insrit dans un adre plus général, elui des appliations de lasse C1 :
Théorème 5. (Misiurewiz-Przytyki)
Si M est une variété lisse, ompate et orientable et f :M →M une appliation de lasse
C1, on a :
htop(f) > log |deg(f)|.
En voii le shéma (voir [12℄).
Supposons tout d'abord que f est un revêtement de degré N .
Pour δ assez petit, tous les points de f−1(x) sont à distane au moins δ les uns des autres (et
ei uniformément en x). De là, on en déduit que les points de f−n(x) forment un ensemble
(n, δ)-séparé de ardinal Nn (pour x xé dans M). En eet, si y1, y2 sont dans f
−n(x)
et l désigne le plus petit entier tel que f l(y1) = f
l(y2), on a d(f
l−1(y1), f
l−1(y2)) > δ.
Autrement dit,
h
top
(f) > logN = log |deg(f)|.
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Quand f n'est pas un revêtement, un bon hoix de x permet essentiellement de se ramener
au as préédent. En eet, le théorème de Sard permet de prendre x de sorte que la n-orbite
des points de f−n(x) transite peu dans un petit voisinage de l'ensemble ritique.
Voii le plan de la démonstration de la proposition 3. Ii Uγ désigne toujours un γ-voisinage
du support de µ.
Dans un premier temps, on va majorer le ardinal d'un ensemble (n, δ)-séparé hors de Uγ
par dn(1+ε). Il s'agit don de loaliser au omplémentaire de Uγ l'argument de Gromov.
Autrement dit, on sera essentiellement ramené à majorer vol(Γn|U
c
γ) =
∫
Γn|Ucγ
ωn ∧ ωn par
dn(1+ε). Ce raisonnement est valable pour tout endomorphisme de P2(C).
La seonde étape onsiste à onstruire un ensemble (n, δ)-séparé ontenu dans un ensemble
Pn de points de f
−n(x), de ardinal minoré par Cardinal(Pn)d
−2αn
. C'est dans ette étape
que l'on utilise la génériité de f .
2.2 Majoration du ardinal d'ensembles (n, δ)-séparés
Dans e paragraphe, on va démontrer le lemme suivant :
Lemme 6. Pour f un endomorphisme holomorphe quelonque, le ardinal d'un ensemble
(n, δ)-séparé hors de Uγ (ave δ petit) est majoré par Cnd
n
(où C est une onstante qui
ne dépend que de δ et γ).
Démonstration. Dans la démonstration, on notera toujours C toute onstante qui ne
dépend que de δ et γ.
Soit F un ensemble (n, δ)-séparé hors de Uγ . Il induit un ensemble G δ-séparé dans
Γn|(Uγ)
c
.
On a alors,
vol(Γn|U
c
γ
2
) >
∑
y∈G
vol(Bn(y,
δ
2
) ∩ Γn) > C Card(F ),
par le théorème de Lelong.
On obtient don une minoration du volume du multigraphe restreint à U cγ
2
par C Card(F )
(ave δ petit).
Pour dominer le ardinal de F par Cndn, il reste don à majorer vol(Γn|U
c
γ
2
) par ette
même quantité.
Tout d'abord, on a :
vol(Γn|U
c
γ
2
) =
∫
Γn|Ucγ
2
ωn ∧ ωn =
∫
Ucγ
2
n−1∑
i,j=0
f i∗ω ∧ f j∗ω.
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La majoration de vol(Γn|U
c
γ
2
) par Cndn se déduit don de elle de
∫
Ucγ
2
f i∗ω
di
∧
f j∗ω
dj
par C( 1
di
+ 1
dj
).
On notera Ti =
f i∗ω
di
. Rappelons la onstrution de T (voir [8℄).
Comme la forme f∗ω est ohomologue à dω, on a :
f∗ω
d
= ω + ddcu,
où u est une fontion lisse de P2(C).
En itérant ette relation, on obtient que :
Ti = ω + dd
cGi,
ave Gi =
∑i−1
l=0
u◦f l
dl
.
Autrement dit, en passant à la limite, on a T = ω + ddcG où G est une fontion ontinue
qui vérie :
max
P2(C)
|Gi −G| 6
C
di
.
Soit maintenant ψ une fontion C∞ à support ompat dans U cγ
3
, omprise entre 0 et 1 et
qui vaut 1 sur U cγ
2
. Alors :
∫
Ucγ
2
Ti ∧ Tj =
∫
Ucγ
2
ψTi ∧ Tj 6
∫
ψTi ∧ Tj .
Mais la dernière intégrale est égale à :∫
ψ(Ti − T ) ∧ Tj +
∫
ψT ∧ (Tj − T )
ar
∫
ψT ∧ T est dominée par T ∧ T (U cγ
3
) qui vaut 0.
Autrement dit, si on sait majorer
∫
ψ(Ti − T ) ∧ S (où S désigne un (1, 1)-ourant positif
fermé de masse 1) par C
di
, on pourra onlure.
Cependant, on a : ∫
ψ(Ti − T ) ∧ S =
∫
(Gi −G)dd
cψ ∧ S,
'est-à-dire, ∫
ψ(Ti − T ) ∧ S 6 |Gi −G|P2(C)|ψ|C2 ,
qui est bien majoré par
C
di
.
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Remarquons au passage le :
Corollaire. L'entropie topologique htop(f |U
c
γ) est majorée par log d.
Ii, h
top
(f |U cγ) désigne l'entropie topologique de f loalisée à U
c
γ . Elle est dénie par :
h
top
(f |U cγ) = sup
δ>0
lim sup
n→∞
1
n
log(max{Card(F ), F (n, δ) séparé, F ⊂ U cγ}).
2.3 Constrution d'ensembles (n, δ)-séparés
On onsidère un ε-voisinage, Cε, de l'ensemble ritique de f . L'appliation f est loalement
injetive sur le omplémentaire de Cε. Il existe don δ > 0 tel que pour x et y dans (Cε)
c
ave d(x, y) 6 δ on ait f(x) 6= f(y). Enn, on prend δ stritement plus petit que ε.
L'objetif de e paragraphe est alors de démontrer :
Lemme 7. On peut onstruire un ensemble (n, δ)-séparé ontenu dans un ensemble Pn de
points de f−n(x), de ardinal minoré par Card(Pn)d
−2m
, où m est le nombre maximal de
passages de l'orbite d'ordre n d'un point de Pn dans C2ε.
Démonstration. La démonstration de e lemme va se faire en deux étapes. Dans la pre-
mière, on va onstruire un ensemble (n, δ)-séparé ontenu dans l'ensemble Pn. Dans la
seonde, on minorera le ardinal de et ensemble.
On note Pn−k l'ensemble f
k(Pn).
Dans un premier temps, on part de x et on onsidère les points de P1 ⊂ f
−1(x).
Parmi eux, il y a eux qui sont dans (C2ε)
c
et eux qui n'y sont pas. On va garder tous les
points qui sont dans la première atégorie. Ensuite, parmi eux qui sont dans C2ε, on ne
garde que elui qui a le plus d'antéédents dans Pn. On note Q1 l'ensemble onstitué par
e point et par les points de P1 ∩ (C2ε)
c
. D'autre part, on dira que l'on a eu une mauvaise
transition au point de (C2ε) que l'on a onservé.
En remplaçant maintenant x par les points de Q1 dans le raisonnement préédent, on
onstruit un ensemble Q2 ⊂ P2. Puis, en itérant le proédé, on arrive à un ensemble
Qn ⊂ Pn ⊂ f
−n(x).
L'ensemble Qn obtenu est (n, δ)-séparé.
En eet, si y1, y2 ∈ Qn et d(fk(y1), fk(y2)) 6 δ pour k = 0, ..., n − 1 alors fn−1(y1) =
fn−1(y2) ar de deux hoses l'une :
soit fn−1(y1) et f
n−1(y2) sont dans (Cε)
c
et l'égalité provient de la dénition de δ ;
soit fn−1(y1) ou f
n−1(y2) est dans Cε et alors es deux éléments sont dans C2ε (ar δ est
inférieur à ε) et l'égalité déoule de la dénition de Q1.
A partir de là, on montre de même que fn−2(y1) = f
n−2(y2) et ainsi de suite jusqu'à
y1 = y2.
On a don onstruit un ensemble (n, δ)-séparé, Qn, inlus dans Pn. Il reste à minorer le
ardinal de et ensemble par Card(Pn)d
−2m
.
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On va faire une réurrene sur le nombre maximal k de mauvaises transitions entre x
et un point y de Pn (e nombre varie entre 0 et m). Elle va montrer que le ardinal de Qn
est minoré par Card(Pn)d
−2k
.
Pour k = 0, le résultat est lair ar on n'enlève auun point de Pn.
On va traiter le as k = 1 pour mieux omprendre le proédé.
Si on part d'un point y dans Pn, on a deux possibilités :
- Soit il existe l dans {1, ..., n} tel que f l(y) soit une mauvaise transition. Dans e as,
on note S(y) l'ensemble des préimages dans Pn des points de f
−1(f (l+1)(y)) ∩ Pn−l ∩C2ε.
Comme on ne garde que la branhe qui donne le plus de points dans Pn, on en déduit que
parmi les points de S(y), il y en a au moins Card(S(y))d−2 qui sont dans Qn.
- Soit e l n'existe pas et alors y est dans Qn. Dans e as, on note S(y) = y.
Maintenant, on peut reommener ave z ∈ Pn − S(y) et ainsi de suite. On obtient don :
Card(Qn) > Card(Pn)d
−2.
On suppose la propriété vraie jusqu'au rang k et on veut la montrer au rang k + 1.
Quand on enlève les points de Pn orrespondant aux k premières mauvaises transitions, on
obtient un sous-ensemble de Pn (qui ontient Qn) de ardinal minoré par Card(Pn)d
−2k
.
Dans haque branhe de e sous-ensemble il reste au plus une mauvaise transition. On
se retrouve don dans le as k = 1 ave e sous-ensemble à la plae de Pn. Autrement
dit, on trouve bien une minoration de Qn par d
−2(Card(Pn)d
−2k) = Card(Pn)d
−2(k+1)
. La
réurrene est don démontrée.
Dans notre situation, on sait que le nombre de mauvaises transitions est majoré par m.
On obtient don une minoration du ardinal de l'ensemble Qn, (n, δ)-séparé, par Card(Pn)d
−2m
.
2.4 Fin de la démonstration de la proposition 3
On xe α > 0 arbitrairement petit et dans toute la suite n sera supposé grand.
On rappelle que l'on onsidère des endomorphismes holomorphes génériques. Cela signie
que Cf ∩ f
i(Cf ) ∩ f
j(Cf ) = ∅ dès que i, j ∈ N
∗
et i 6= j. La génériité de ette ondition
est démontrée dans [9℄.
Soit k tel que 3
k
< α.
Tout d'abord, si ε est assez petit, on a C2ε ∩ f
i(C2ε) ∩ f
j(C2ε) = ∅ si i, j ∈ {1, ..., k} et
i 6= j.
Ensuite, l'appliation f est loalement injetive sur le omplémentaire de Cε. Il existe don
δ = δ(α, f) > 0 tel que pour x et y dans (Cε)
c
ave d(x, y) 6 δ on ait f(x) 6= f(y). Enn,
on prend δ petit devant ε et γ.
Maintenant, en utilisant le paragraphe préédent, si on xe un point x de P2(C) et que l'on
note Pn l'ensemble de ses préimages par f
n
qui se trouvent hors de Uγ , on peut onstruire
un ensemble (n, δ)-séparé inlus dans Pn de ardinal minoré par Card(Pn)d
−2m
(où m est
le nombre maximal de passages de l'orbite d'ordre n d'un point de Pn dans C2ε).
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D'autre part, en utilisant la majoration obtenue dans le lemme 6, le ardinal de et ensem-
ble est majoré par Cndn (où C est une onstante qui ne dépend que de δ et γ).
Autrement dit, on a :
Card(Pn) 6 Cnd
2mdn.
Maintenant, si on montre que pour tout point y de P2(C), le nombre de passages de l'orbite
d'ordre n de y dans C2ε est majoré par αn (pour n grand), on aura :
Card(Pn) 6 Cnd
n(2α+1),
et la proposition sera démontrée.
Soit don A l'ensemble des points de P2(C) dont l'orbite visite souvent un 2ε-voisinage
de l'ensemble ritique, i.e. :
A = {x ∈ P2(C)/ Card(C2ε ∩ {x, f(x), ..., f
n−1(x)}) > αn}.
Alors A est bien vide :
en eet, soit y ∈ A. Si on prend m ∈ N ave m+ k 6 n, on a :
Card(i ∈ {m, ...,m + k}, f i(y) ∈ C2ε) 6 2
par dénition de ε. D'où
Card(i ∈ {1, ..., n}, f i(y) ∈ C2ε) 6 2([
n
k
] + 1) 6 n(
2
k
+
2
n
) < αn.
3 Contrle du genre
Dans e paragraphe, on va passer à la démonstration du théorème 2. Dans elle-i, il sut
de traiter le as où L est générique. En eet, une majoration du genre de f−n(L) − U
pour des droites génériques par Cd(1+α)n (ave C indépendante de L) onduit à la même
majoration du genre de f−n(L) − U pour toutes les droites par passage à la limite. Dans
toute la suite on supposera don que f−n(L) est lisse et que L est transverse à l'ensemble
postritique.
Pour majorer le genre de f−n(L)−U , on va onstruire une partition en disques et anneaux
de f−n(L) et faire un alul de aratéristique d'Euler. Cependant, lors de la démonstration
du as ritiquement ni, on a vu que l'on devait ontrler la longueur des arêtes de la
triangulation. Dans e but, on va utiliser ii un peu de géométrie hyperbolique. En eet,
si on onsidère une petite arête dans la partie épaisse d'une surfae hyperbolique, on peut
l'insérer dans un disque de sorte à ontrler le module de l'anneau ainsi réé. On est don
en mesure d'utiliser un argument longueur-aire.
Voii le plan de e paragraphe : la déomposition de f−n(L) en disques et anneaux oupera
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les deux premières parties. En eet, dans un premier temps on onstruira de telles partitions
sur des surfaes hyperboliques quelonques d'aire nie. Puis, on utilisera ette onstrution
de façon itérative pour produire la partition de f−n(L) que l'on herhe. Enn les deux
dernières parties seront onsarées d'une part à la majoration du genre et d'autre part au
ontrle des longueurs des arêtes de la triangulation.
3.1 Constrution d'une partition statique
Dans ette partie, on va produire une partition en disques et anneaux d'une surfae de
Riemann hyperbolique S quelonque d'aire nie.
Rappelons que S est omposée d'une partie mine (ensemble des points où le rayon d'inje-
tivité est inférieur à Argsh(1)) et d'une partie épaisse. Par ailleurs la partie mine onsiste
en usps et anneaux (voir [3℄ pour plus de détails).
La partition de S sera don omposée de la partie mine et d'un reouvrement régulier de
la partie épaisse par des disques.
On note F un ensemble ε-séparé maximal dans la partie épaisse (ave ε < Argsh(1)). L'aire
pour une métrique de ourbure −1 d'un disque D(x, ε2) ave x dans la partie épaisse est
une onstante qui ne dépend que de ε. Le ardinal de F est don majoré par Caire(S)
(on note C toute onstante qui ne dépend que de ε). On reouvre la partie épaisse ave
la réunion des disques D(x, ε) (où x dérit F ). On en déduit une partition reouvrant la
partie épaisse par des disques qui sont les intersetions des disques préédents, d'où une
partition de S par des disques et des anneaux.
Si x est un élément de F , il y a au plus C points de F dans D(x, 2ε). La partition i-dessus
ontient don au plus Caire(S) arêtes. Ce nombre prend en ompte les arêtes qui bordent
la partie mine.
C'est ette partition que l'on utilisera pour onstruire une partition dynamique de f−n(L).
Remarquons enn que l'aire de S est bornée par sa topologie (grâe à la formule de Gauss-
Bonnet). Autrement dit, le nombre d'arêtes de la partition préédente est majoré par
−Cχ(S).
3.2 Constrution de la partition dynamique de f−n(L)
On part d'une droite L projetive et on note V l'ensemble des valeurs ritiques de f .
La première étape onsiste à fabriquer une bonne partition de L omposée de disques et
d'anneaux.
Quitte à bouger un peu L, S = L− L ∩ V est une surfae de Riemann hyperbolique (ar
V est de degré 3d(d − 1) > 3). En utilisant le paragraphe préédent, on peut don on-
struire une partition de S, don de L, en des disques et des anneaux. Elle ontient au plus
CCard(L ∩ V ) arêtes.
C'est la bonne partition que l'on herhait.
Par onstrution, les disques (resp. les anneaux) de la partition de L se relèvent sous forme
de disques (resp. d'anneaux). En eet, l'appliation f est un revêtement de f−1(L)−f−1(V )
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sur L−V . Ainsi, en tirant en arrière par f la partition de L, on en obtient une de f−1(L).
On va maintenant raisonner dans f−1(L) où on veut onstruire une bonne partition.
Quitte à bouger un peu les partitions, on supposera dans la suite que les arêtes que l'on
onstruit ne touhent jamais un itéré de V .
Les disques (resp. les anneaux) de f−1(L) qui renontrent V en au plus un point (resp. qui
ne renontrent pas V ) se relèvent par f sous forme de disques (resp. d'anneaux). On ne va
don pas les modier. Par ontre, on va redéouper les disques et anneaux qui n'entrent
pas dans les atégories i-dessus.
On va traiter le as du disque (elui de l'anneau est identique).
On note D un disque de f−1(L) qui touhe V en au moins deux points. En doublant D
et en enlevant les points de V ∩D ainsi que leurs symétriques, on obtient une surfae de
Riemann S
′
hyperbolique.
Comme dans l'étape préédente, on produit une partition de S
′
en utilisant les anneaux
de la partie mine auxquels on ajoute un reouvrement de la partie épaisse par des disques
D(x, ε).
Pour des raisons de symétrie, le bord de D dans S
′
est une géodésique. La partition préé-
dente induit don une partition de D − D ∩ V , don de D, en disques et anneaux qui
ontient CCard(D ∩ V ) arêtes.
En reommençant e que l'on vient de faire ave les autres disques et anneaux qui ren-
ontrent V , on onstruit une bonne partition de f−1(L). Si on relève elle-i par f et
que l'on itère le proédé, on aboutit à une partition dynamique de f−n(L) en disques et
anneaux.
Dans le paragraphe suivant, on va montrer qu'un ontrle des longueurs des arêtes de la
partition induit la majoration du genre de f−n(L) hors de Uγ en d
n(1+α)
.
3.3 Majoration du genre des préimages de droites
On va proéder ii omme dans le as ritiquement ni.
Soit Γ la réunion des arêtes et des sommets de la partition ainsi obtenue qui sont ontenus
dans Uγ .
Alors :
g(f−n(L)− Uγ) 6 g(f
−n(L)− Γ),
et 'est e dernier terme que l'on va majorer.
Une omposante onnexe de f−n(L)− Γ peut être de deux types. Soit elle ne ontient pas
d'arête de la triangulation et alors 'est néessairement un disque ou un anneau (don de
genre nul). Soit elle en ontient au moins une. Si C désigne l'union des omposantes du
deuxième type, on obtient :
g(f−n(L)− Uγ) 6 Nombre de omposantes de C −
χ(C)
2
,
Ainsi :
g(f−n(L)− Uγ) 6
3
2
du nombre d'arêtes qui sortent de Uγ .
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En eet les faes qui omposent les éléments de C étant des disques ou des anneaux, −χ(C)
est majoré par le nombre d'arêtes qui sortent de Uγ .
Il reste don à majorer e dernier terme.
Si a est une arête qui sort de Uγ , elle entre dans un des deux as suivants :
1
er
as : a possède un sommet hors de U γ
2
.
La majoration du nombre de es arêtes déoule alors du ontrle des préimages des som-
mets.
On xe α > 0.
Il existe n0 à partir duquel on a :
max
x∈P2
Card(f−n(x) ∩ U cγ
2
) 6 dn(1+α).
Etant donné que le nombre d'arêtes réées au rang k est de l'ordre de Cdk, on obtient alors
une majoration du nombre d'arêtes de f−n(L) qui ont un sommet hors de U γ
2
par :
n−n0∑
k=0
Cdkd(n−k)(1+α) +
n∑
k=n−n0+1
Cdkd2(n−k).
Le nombre d'arêtes de la partition de f−n(L) qui entrent dans le premier as est don
majoré par dn(1+2α) (pour n grand).
2
ème
Cas : Les deux sommets de a sont dans U γ
2
(en partiulier la longueur de a est
supérieure à γ).
Une majoration du nombre des arêtes de e type par dn(1+α) démontrerait le résultat.
C'est e ontrle qui va être l'objet du paragraphe suivant.
3.4 Contrle des longueurs des arêtes de la partition
On va voir que le ontrle des longueurs des arêtes de la partition de f−n(L) est possible
quitte à la bouger un peu. Soit D un disque de f−k(L) qui touhe V en au moins deux
points (le as de l'anneau est identique). Rappelons que l'on note S
′
la surfae de Riemann
hyperbolique assoiée à D et µ sa métrique de Poinaré.
Parmi les éléments qui partitionnent D, on a des disques D(x, ε) ∩D.
On va voir que quitte à bouger un peu ∂D(x, ε), on peut ontrler les longueurs des
préimages par fn−k de ∂D(x, ε)− {1 point}.
Traitons l'exemple d'un disque D(x, ε) ∩D où x est à distane au moins 2ε de ∂D.
Sur le disque ∆, onstitué de l'anneau D(x, 2ε)−D(x, ε) auquel on a enlevé une géodésique
c qui joint ∂D(x, 2ε) à ∂D(x, ε), on peut dénir d2(n−k) branhes inverses f−n+kj de f
n−k
.
D'autre part, si on note ds2 la métrique ambiante restreinte à f−n(L), (f−n+kj )
∗ds2 est
onforme à la métrique hyperbolique (érite en oordonnées polaires) µ = dr2 + sh2(r)dθ2
sur ∆. Cela se traduit par :
(f−n+kj )
∗ds2 = ρ2j (dr
2 + sh2(r)dθ2).
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Voii l'argument longueur-aire donnant le ontrle voulu :
aire(f−n+k(∆)) =
∫ 2pi
0
∫ 2ε
ε
d2(n−k)∑
j=1
ρ2jsh(r)drdθ 6 aire(f
−n+kD(x, 2ε)) = A.
Il existe alors ε0 dans l'intervalle [ε, 2ε] qui vérie :
d2(n−k)∑
j=1
∫ 2pi
0
ρ2j (ε0, .)dθ 6 CA.
On a don :
Long(f−n+kj (∂D(x, ε0)− c)) =
∫ 2pi
0
ρj(ε0, .)sh(ε0)dθ 6 C
(∫ 2pi
0
ρ2j(ε0, .)dθ
) 1
2
6 γ
sauf un nombre d'indies j majoré par CA.
Pour la partition de D, on remplae alors D(x, ε) par D(x, ε0).
Les disques de taille 2ε se reouvrent un nombre ni borné à priori de fois. Autrement
dit, les arêtes réées au rang k, mais non inluses dans les préimages des arêtes des étapes
préédentes, ont leurs préimages dans f−n(L) de longueur inférieure à γ (sauf Cdn d'entre
elles). Ainsi, en onsidérant maintenant toutes les étapes k et en remarquant que redéouper
une arête réée au rang k dans une étape postérieure ne hange rien aux estimées, on en
déduit que le nombre d'arêtes de f−n(L) de longueur supérieure à γ est dominé par Cndn.
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